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Die Reziprozitätsformel für Dedekindsche Summen. 
Von H. RADEMACHER in Philadelphia. 
Ich erinnere mich gern an einen Besuch in Budapest vor 20 Jahren, bei 
welcher Gelegenheit ich einen Vortrag vor einer Gruppe von F E J É R S Freunden 
und Schülern halten durfte1).- Die jetzige Gelegenheit gibt mir einen Anlaß, 
auf meinen damaligen Gegenstand, einen Reziprozitätssatz über gewisse 
Summen, die ich kurz Dedekindsche Summen nennen möchte, zurückzu-
kommen. 
1. Eine Dedekindsche Summe s(h, k) ist folgendermaßen definiert. Es sei 
zur Abkürzung für reelle x • 
, .((x)) = x — [x] —1/2 für nicht-ganze x, 
^ ' ((x)) = 0 • für ganze x 
gesetzt. Dann sei für zueinander teilerfremde h und k 
Die erwähnte Reziprozitätsforniel lautet nun 
(2) + é k -
Die Dedekindschen Summen erscheinen zuerst in Dedekinds Kommentar 
zu Riemanns nachgelassenen Fragmenten über die Modulfunktionen2). Dort 
findet man auch Dedekinds Beweis für die Reziprozitätsformel, der auf der 
.Gruppeneigenschaft der Modulsubstitutionen beruht. Die Dedekindschen 
Summen, die eine fundamentale Rolle in der Theorie der T h e t a - u n d Modul-
funktionen spielen, treten auch in der von H A R D Y und RAMANUJAN geschaffenen 
Theorie der Partitionen auf. Die Reziprozitätsformel (2) ist jedoch eine rein 
zahlentheoretische Aussage. Ich habe dafür mehrere von der Theorie der Modul-
funktionen unabhängige Beweise gegeben, zu denen ich hiereinen besonders 
durchsichtigen hinzufügen möchte. 
H. RADEMACHBU, Egy reciprocitásképletröl a módulfüggvények elméletéből, Mate-
matikai és Fizikai Lapok, 40 (1933), S. 24 -34 . 
2) Erläuterungen zu Riemanns Fragmenten über die Grenzfälle der elliptischen Modul-
funktionen, Riemanns Werke (187ö), S. 438 -447, Dedekinds Werke (1930), Bd. 1, S. 159-172. 
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2. Wir benötigen zwei Lemmata: 
Lern m a I. Sind m und 11 zwei teilerfremde positive ganze Zahlen, so 
ist, mit den Bezeichnungen (la), . 
i 
(3) ' J ( ( / » x » ( ( « x ) ) í / x = T ¿ 7 r . « ) 
L e m m a II. Ei seien f(x), g(x), h(x)- Funktionen von beschränkter 
Schwankung im Intervall a<x<b, die paarweise keine Unstetigkeitgemeinsam 
ha^en. Dann gilt die Gleichung 
b ö 
(4) ' íf(x)dg(x)h(x)=',¡mg(x)dh(x)-y¡f(x)h(x)dg(x)-
il a a 
zwischen Stieltjes-Integralen. 
B é m ' e r k u n g. Fü r / (x ) identisch gleich 1 geht (4) über in die Formel 
für partielle Integration 
b h 
(5) lg(x)h(x)l = fg(x)d/i(x)'+fh(x)dg(x) 
a ' . « 
unter den obigen Bedingungen für g(x),h(x). 
Was den Beweis von Lemma II angeht, so bemerken wir zunächst, daß 
g(x)h(x) von beschränkter Schwankung ist und daß dieses Produkt keine 
Unstetigkeit mit f(x) gemeinsam hat. • 




existiert, wenn f(x) und (p(x) beide von beschränkter Schwankung sind und 
keine Unstetigkeit gemeinsam haben4). Die in (4) genannten Integrale 
existieren also alle. 
Haben wir nun eine Einteilung des Intervalls (a, b) 
a-= x„ < x1 < X:2 < . . . < x„_, < x„ = b 
vor uns und haben x;_, < x,- gewählt, so betrachten wir die Identität 
¿ m igt*) h fr)-g(x^) h ( x ; _ , ) } = 
(6) n • > = 1 . „ 
= ¿ f £ j ) g ( * j ) {hW~ h(*,-:)} + ¿Al)h(x;_0{g(Xj) -g(x)_,)}. 
j= i j~i 
Hier verlangen nur die Summen auf der rechten Seite einige Überlegung. 
Wenn man f(x), g(x), h(x) als Differenzen von positiven, monoton wachsen-
3) Einen Beweis findet man in LANDAU'S „Vorlesungen über Zalilentlieorie", Bd. 2 , 
S . 171 ; siehe auch J . FRANEL, Göttinger Nachrichten 1 9 2 4 , S . 199 und E . L A N D A U , ibidem, 
S . 2 0 3 . 
4) Vgl. z. B. D. V. W I D D E R , The Laplace Transform (Princeton, 1941) , p. 25, Theorem !4-
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den Funktionen schreibt, kommt man auf Summen von der Form 
(7a) ' •){*(*,•)-*<*,•-.)} 
und 
(7b) 
wo <p,ip,.% positive und monoton wachsende Funktionen sind, die paarweise 
keine Unstetigkeiten gemeinsam haben. Diese Summen liegen nun offenbar 
zwischen 
X9(Xj-1) </'(*,-!) {X(Xj) — X )} 
und . . . 
2.(p(xi)y(xj){x(xj)-x(xi-,)}, 




konvergieren, gegen welchen Limes daher auch (7a) und (7b) streben. Somit 
folgt aus (6) die zu beweisende Gleichung (4). 
3. Unser Beweis der Reziprozitätsformel (2) ist nun schnell geführt, 
indem wir das Stieltjes-lnfegral 
l-e ' 
(8) / e = J((x))d((Äjc))((Arx», 
auf zwei verschiedene Weisen behandeln. Die Funktion ((x)) ist stetig im 
Intervall £<LX<, 1 — E, und die Funktionen ((HX)) und ((KX)) haben dort wegen 
(h,k) = 1 keine Unstetigkeiten gemeinsam. 
Einerseits ist nun wegen (4) 
l-e l-e -
e s . 
- j ( < * ) > « , z ( $ ) ( ( £ ) ) 
" £< — <1-B e E<— <1-S 
k • , h und daher 
— ^ ( № ) ) +" /< - ̂  ((̂ 1) ((̂ f)) -
Infolge von (3) und (1b) ergibt sich somit 
(9) • =
 + 
Anderseits erhält man mittels der partiellen Integration (5) aus (8) 
1 — £ 
/ . = [((*))((/**)) - J ( ( A x ) ) ( ( A x M ( x ) ) = ' 
e 
l - e 
= - 2 ((£)) ((h e)) ((kB)) - ¡((hx)) ((kx)) dx 
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und. somit 
1 
lim h = —2{l im ((e))}3—{((hx))((kx))dx 
c-y + 0 . c-> + 0 • ö 
oder, infolge von ( la) und (3), 
<10) J i V ^ i - T r i r 
Die Gleichungen (9) und (10) ergeben nun zusammen die zu beweisende 
Formel (2). 
(Eingegangen am 8. August 1949.) 
